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Bayes, Laplace, Fisher?

« A estatistica bayesiana existe ha séculos
+ A limitacao sempre esteve na sua implementacao (computacionalmente intensa)
« Por isso, temos a sensagao de que a estatistica frequentista veio “antes”
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Nossos dados

+ Média e desvio-padrao de cada condigao:

L ]
22000 # Versdo em ms:
£ . . # # A tibble: 3 x 3
o 0.0
° ° : # Condition mean s
515001 ' ' # <fct> <dbl> <dbl>
§ #1 A 871. 211.
_g # 2 B 913. 201.
§ 10001 #3C 961. 199.
£ .
2 # Versdo em log(ms):
# # A tibble: 3 x 3
5001 . . . # Condition mean s
A B c # <fct> <dbl> <dbl>
Condicgo #1 A 6.74 0.217
#28B 6.80 0.202
#3C 6.85 0.186

Figura 1: Dados para analise

Ver o output |
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1 Ideia geral




Objetivo para hoje

Construir uma intuicdo para inferéncia bayesiana

« O foco sera em modelos de regressao, mas a ideia independe do tipo de modelo utilizado
« A pergunta principal serd: como quantificamos incerteza?
« Se tivermos tempo: um pouco de cdédigo em R

Mensagem central: Um modelo bayesiano nao da apenas uma estimativa. Ele da uma distribuigao
de possibilidades compativeis com os dados e com as nossas suposigoes.
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Nosso itinerario

1. Comparacéo basica entre abordagens frequentista e bayesiana + resultados com R
2. Aimportancia da distribuicao a priori e como estimamos parametros com Bayes
3. Ferramentas ateis para rodar modelos e visualizar resultados
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O problema estatistico

Queremos aprender algo sobre um processo que ndo observamos perfeitamente.

O que observamos O que queremos

« Dados com ruido « Relacdes entre variaveis
+ Amostras finitas « Tamanho de efeitos

» Medidas imperfeitas » Previsdes

« Variacao entre individuos, lugares ou momentos « Incerteza sobre tudo isso

Estatistica: uma forma quantificavel de pensar sob incerteza.
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Por que regressao?
Muitas perguntas aplicadas tém esta forma:

y=a+pfx+e

« y é o resultado que queremos entender

« x é uma variavel explicativa

« a e ff descrevem a relagao

+ ¢ representa a variagao que o modelo nao explicou

Em uma analise bayesiana: ndo perguntamos apenas “qual é o melhor valor de f?” Perguntamos:
“quais valores de f sao plausiveis considerando o que observamos e o nosso conhecimento prévio?”
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Regressao como exemplo

Modelo Perguntas

+ Arelagao é positiva ou negativa?

+ Arelagao é grande ou pequena?

« Quanta incerteza ainda temos?

« O modelo prevé dados parecidos com os
observados?

Leitura: quando x muda, esperamos que y mude. Essa mudanca pode ser teoricamente motivada
ou espuria. Por isso, uma analise excelente = um estudo excelente: especialmente na era pos-IA...
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2 Frequéncia e Bayes




Duas leituras de probabilidade

Frequentista Bayesiana

Probabilidade descreve o comportamento de Probabilidade descreve incerteza sobre quantidades
procedimentos em muitas repeticdes. desconhecidas.

Os parametros sao fixos. Os parametros tém distribuicoes.

A diferenga nao é “objetivo” contra “subjetivo”. A diferenca é o que a probabilidade representa.
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Duas leituras de probabilidade: exemplo frequentista

Frequentista

+ Estudamos o tempo de reagao de participantes com base em uma condigao de 3 niveis

+ Coletamos dados e verificamos a probabilidade desses dados sob uma hipdtese nula

« Ou seja, calculamos algo como P(dados | Hy)

+ O resultado nos da uma probabilidade dos dados sob essa hipétese, ou seja, o nosso valor-p
« Perceba que os parametros aparecem como estimativas pontuais na saida abaixo:

# Coefficients:

# Estimate Std. Error t value Pr(>[tl)

# (Intercept) 6.74456 0.01384 487.409 < 2e-16 %

# ConditionB 0.05099 0.01971 2.587 0.0099 *x*

# ConditionC 0.10513 0.02023 5.196 2.78e-07 *x

# ———

# Signif. codes: @ ‘%’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘%’ ©.05 ‘.” 0.1 ‘' 1
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Duas leituras de probabilidade: exemplo frequentista

0.05 **
Condition [B]{ -
o
£
£
) « Estimativa é apenas um “ponto”
= 0.11 *** + I1C ndo é uma distribuicao
Condition [C]1 -~ + Conclusao categorica: IC inclui zero?

0 02 04 06 08 1
Coeficiente + IC 95%

Figura 2: Resultado do modelo frequentista
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Duas leituras de probabilidade: exemplo bayesiano

« Aqui, os dados séo fixos e nosso parametro tem distribui¢des a posteriori
« Os valores ff aqui representam apenas a média de uma distribuicdo de valores plausiveis
« Nao vemos valores P, porque estamos calculando P(ff|dados), e nao mais P(dados|f)

# Regression Coefficients:

# Estimate Est.Error 1-95% CI u-95% CI Rhat Bulk_ESS Tail_ESS
# Intercept 6.74 0.01 6.72 6.77 1.00 3390 2936
# ConditionB 0.05 0.02 0.01 0.09 1.00 3693 2800
# ConditionC 2.11 0.02 0.07 0.14 1.00 3394 3196
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Duas leituras de probabilidade: exemplo bayesiano

o
j . . ’ . . . ~
® « Estimativa é uma distribuicio de valores
£ b_ConditionB 1 L. .
< provaveis considerando os dados modelados
& « IC é um intervalo de credibilidade
» Conclusao com nuance: onde esta o zero?
+ No grafico, area sombreada = 50%
b_ConditionC 1

000 005 010 015
A posteriori

Figura 3: Resultado do modelo bayesiano

GARCIA 12/ 39

Introducéo a inferéncia bayesiana



Intervalos: cuidado com a interpretacao

Intervalo de confianca (frequentista)

Em repeticoes hipotéticas, o procedimento cobre o
valor verdadeiro em certa proporg¢ao dos casos.

— E uma propriedade do procedimento.

Introducéo a inferéncia bayesiana

Intervalo de credibilidade (bayesiano)

Dado o modelo e os dados, certa proporcao da
distribuicao posterior esta dentro do intervalo.

— E uma afirmacéo sobre o parametro.

GARCIA
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O que muda na pratica?

Em muitos casos simples, os resultados podem ser parecidos (exemplo acima).

Mas a formulagao bayesiana facilita:

Incorporar suposicdes de modo explicito através de distribui¢des a priori (a seguir)

Estimar modelos complexos com a mesma légica basica (e que muitas vezes nao convergiriam)
Falar diretamente sobre incerteza

Lidar com heteroscedasticidade e com modelos personalizados

Fazer previsodes a partir da distribuicdo a posteriori (a seguir)

Comparagdes multiplas sem a necessidade de correcoes tipicas (sem erro family-wise)

NS AW =

Personalizacao total de modelos, com uma gama de distribuicbes disponiveis para diferentes cenarios

== A vantagem é menos “ganhar significancia” e mais modelar incerteza de forma coerente.
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3 Atualizacao bayesiana




A regra de Bayes

0)P(0

P(y)
P(theta) a priori: o que era plausivel antes dos dados (o que a literatura nos diz)
P(y | theta) likelihood: o que os dados dizem para cada valor
P(theta | y) a posteriori: o que é plausivel depois dos dados (nossa “conclusao”)
P(y) normalizacado: faz a distribuicdo posterior somar/integrar 1

= Bayes é uma regra de atualizagao.
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Priori x dados — posterior

Ideia: nossa conclusao sobre algo é uma combinacao (ponderada) de dois elementos:
+ 0 nosso conhecimento prévio (= a expectativa, ou a priori)
« os dados que observamos (= a evidéncia, ou likelihood)
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Cenarios hipotéticos

== Uma moeda desconhecida que acreditamos ser normal. “Normal” — P(cara) = P(coroa) = 0.5

1. A evidéncia concorda com nossa crenca
2. A evidéncia discorda da nossa crenca, e somos parcialmente flexiveis
3. Aevidéncia discorda da nossa crenga, mas somos ortodoxos

« Chamaremos o nosso parametro de 8. Em uma moeda normal, 8 = 0.5
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Cenario 1

« Se a evidéncia (likelihood) esta de acordo com o a priori, nossa conclusio (a posteriori) também estara:

, data and posterior

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
Distribution

Figura 4: Quando expectativa e evidéncia estdo em acordo.
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Cenario 2

« Contradicdo entre a priori e a evidéncia: os dados sugerem que 6 = 0.85
« Como nossa crenga nio é tao extrema, nossa conclusio é um “meio-termo”:

, data and posterior

0.00 0.25

Distribution

Figura 5: Um meio-termo entre crenca e evidéncia.
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Cenario 3

« Se 0 nosso a priori for extremo (distribuicao estreita), nossa conclusao ficara mais “cega” as evidéncias:

, data and posterior

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
Distribution

Figura 6: Uma conclusao que ignora as evidéncias.

= Mais simulagoes interativas aqui
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https://guilherme.shinyapps.io/stats101/#bayes

. . ~ ’, [
Priori nao é um “chute”

Uma distribuicdo a priori é uma suposicao explicita sobre valores plausiveis (com base na literatura)

Boas funcgdes da distribuicao a priori Riscos

« Evitar valores absurdos + Escala mal pensada

« Regularizar estimativas « Distribuicao a priori forte demais (cenario 3)
« Tornar suposicoes visiveis « Suposicao escondida no modelo

A pergunta ndo é se temos suposicdes. A pergunta € se elas estao explicitas e se fazem sentido.
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Como o modelo chega ao a posteriori?

« Em exemplos realistas, nao conseguimos aplicar Bayes analiticamente

O obstaculo esta no denominador da regra de Bayes:

P(y) = [ P(y |6) P(6) dO

Essa integral percorre todos os valores possiveis de 6
« Em modelos com varios parametros, ela ndo tem solucdo fechada

A saida: em vez de calcular a distribuicao a posteriori, tiramos amostras dela
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Amostrar em vez de calcular

Nao precisamos da formula exata do a posteriori. Basta uma colecao grande de amostras vinda dele.

Analogia Com as amostras, podemos:

Pesquisa de opiniao: ndo entrevistamos toda a « desenhar o histograma (a “forma” do a posteriori)
populagado, mas uma amostra grande o suficiente ja  « calcular médias e medianas
descreve bem o todo. - obter intervalos de credibilidade

ws Obter muitas amostras do a posteriori = conhecer o a posteriori
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Uma caminhada pelo espaco de parametros

4

Como amostrar de uma distribuicao que sequer conhecemos por completo? Soltamos um “explorador’
para caminhar pelo espacgo dos parametros (MCMC).

« A cada passo, ele propde um valor novo e decide se o aceita ou rejeita
» Tende a passar mais tempo onde o a posteriori ¢ mais denso
« As posicdes visitadas sdo a nossa amostra
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Uma caminhada pelo espaco de parametros

Inicio: poucos passos, longe da regido plausivel Encontrou a regido de alta probabilidade
2.51 2.51 >\
— — S
& < /X
‘4 ‘ A 1
~ ~
o ° L
2 001 ’ 2 0,07 ’
5 * T /
£ £
<O P <O ’
. —
O o
o o o o
2.5 4 2.51 4
5.0 2.5 0.0 25 5.0 5.0 2.5 0.0 25 5.0
parémetro 1 (B,) parémetro 1 ()

* ponto inicial ¢ posicdo atual ® passos aceitos X propostas rejeitadas
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Uma caminhada pelo espaco de parametros

Explorando a posteriori Posteriori reconstruida (6000 passos)
2.5 2.5
= &
~ ~
2 0071 2 0.01 vl
[} o
£ £
° e
O o
o o
2.5 2.51
5.0 2.5 0.0 25 5.0 5.0 2.5 0.0 25 5.0
parémetro 1 (B,) parémetro 1 ()

* ponto inicial ¢ posicdo atual ® passos aceitos X propostas rejeitadas
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A caminhada convergiu?

Antes de confiar nas amostras, olhamos a trajetéria de cada parametro ao longo das iteragdes

« O comeco (burn-in) é descartado: o explorador ainda estava se localizando
+ Depois, a cadeia oscila numa faixa estavel
« Eissoque Rhat (R)=1eo ESS resumem em nimeros

Trace plot: a cadeia 'esquece’ o inicio e estabiliza

bprn-in PP
amostragem estaciondria

5.0 (desdartado)

3
=
_ 25
: | R
s oot - -l | g T i Il " fIRIATY T A T, —
5 il | Wl
2
o
e 25

5.0

0 2000 4000 6000
iteracdo

Figura 9: Trace plot para verificar convergéncia de cadeias
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Nem toda caminhada é igual

Random walk

Passos curtos e aleatérios. Explora devagar e trava
em modelos com muitos parametros.

2.51

tro 2 (B,)

paréme

T T T T

2 0 2 4
parémetro 1 (B,)

HMC (o que brms /Stan usa)

Usa a inclinacao do a posteriori para “deslizar” e

explorar muito mais rapido.

tro 2 (B,)

pardme

2.51

0.01

parémetro 1 (B,)

Figura 10: Random walk vs HMC
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4 Regressao bayesiana




Modelo linear bayesiano (A)

Podemos escrever uma regressao simples assim:

¥ ~ normal(y;, o)
i = a + px;

E completamos o modelo com distribuicdes a priori: perceba que podemos estimar o também

a ~ normal(0, 5)
B ~ normal(0, 2)
o ~ exponential(1)

« Note que criaremos um a posteriori para ¢: ainda estamos lidando com homoscedasticidade
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O mesmo modelo em brms

library(brms)

fit_1m <« brm(
LogRT ~ Condition,
data = dan,
family = gaussian(),
prior = c(
prior(normal(@, 5), class = Intercept),
prior(normal(@, 2), class = b),
prior (exponential(1), class = sigma)
)
)

e A formula parece familiar; o que muda é que estimamos distribui¢des posteriores.
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Output

« Coeficientes em escala log ( LogRT era a nossa variavel de resposta original)
» Perceba que sigma 'também é um parametro estimado pelo modelo (uma vantagem importante)

# Regression Coefficients:

# Estimate Est.Error 1-95% CI u-95% CI Rhat Bulk_ESS Tail_ESS
# Intercept 6.74 0.01 6.72 6.77 1.00 3044 2693
# ConditionB 0.05 0.02 0.01 0.09 1.00 3227 3066
# ConditionC 0.11 0.02 0.06 0.14 1.00 3142 2819
#

# Further Distributional Parameters:

# Estimate Est.Error 1-95% CI u-95% CI Rhat Bulk_ESS Tail_ESS

# sigma 0.20 0.01 0.19 0.21 1.00 3860 2845

« Mas o modelo supde que as condi¢oes compartilham o mesmo ¢ (como em modelos frequentistas)
« Isso, contudo, muitas vezes ndo é apropriado

'Este o é o desvio-padrao residual, entdo ele ndo sera idéntico ao desvio-padrao marginal da variavel LogRT
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Modelo linear bayesiano (B)

Vamos agora considerar uma regressao que supde heteroscedasticidade e que usa tempos de reacao em ms

Modelo Distribuigdes a priori
rt; ~ lognormal(y;, o;) a ~ normal(6.5,0.5)
W=a+ px B ~ normal(0, 0.2)
logo; =y + dx; Yy ~ normal(0, 1)

d ~ normal(0, 0.5)

+ A diferenca para o modelo anterior é s6 uma linha: logo; =y + dx;
+ O o deixa de ser constante e passa a variar com x
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O mesmo modelo em brms

library(brms)

fit_het « brm(
bf (
rt ~ Condition,
sigma ~ Condition # <« sigma agora varia por condicdo
)P
data = dan,
family = lognormal(), # < agora usamos ms e modelamos a varidvel em escala log
prior = c(
prior(normal(6.5, @.5), class = Intercept),
prior(normal(@, @.2), class = b),
prior(normal(@, 1), class = Intercept, dpar = sigma),
prior(normal(@, ©.5), class = b, dpar = sigma)

= A formula ndo muda tanto, mas é preciso adicionar bf () (formulado brms )dentrode brm()
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Output

« Perceba que sigma também é um parametro estimado pelo modelo, mas agora para cada condicao

« O brms automaticamente aplica um link loga sigma , entao os efeitos abaixo estdo na escala log

# Regression Coefficients:

# Estimate Est.Error 1-95%
# Intercept 6.74 0.01

# sigma_Intercept -1.53 0.05 -1
# ConditionB 0.05 0.02

# ConditionC 0.11 0.02

# sigma_ConditionB -0.07 0.07 -0.
# sigma_ConditionC -0.15 0.07 -0.

» Exemplo: condicdo A — média estimada em 6.74 e desvio-padrao estimado em o0.22 (e
» Exemplo: condicdo B — média estimada em 6.74+0.05 e desvio-padrdo estimado em 0.20 (

Introducéo a inferéncia bayesiana
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CI u-95%
72 6.
.62 =1 4
01 Q.
07 Q.
20 Q.
29 -0.

CI

Rhat Bulk_ESS Tail_ ESS

;
;
;
;
;
;

.00
.00
.00
.00
.00
.00

4024
4491
4428
4446
4143
4402

2730
2784
3235
3273
3064
3108

—1.53)

6_1'53_0'07)

Ver os dados 1
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Conclusao e ideias finais

Trés pontos importantes:

1. Modelos bayesianos nos dao uma visao mais intuitiva de como modelamos nossos dados
2. Distribuicées a priori nos permitem conectar teoria e analise
3. Ainterpretacado de nossos modelos se torna mais direta e nuancada

ws Para aprofundar: McElreath, Kruschke e a documentacéo/ecossistema de brms (Birkner, 2017;
Kruschke, 2015; McElreath, 2020). Para comparagbes multiplas, ver Garcia (2025).
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5 Apéndice




Mas onde esta o a posteriori?

A davida: se nao conseguimos calcular o a posteriori, como amostramos de algo que nao temos?

Estamos confundindo duas operagdes bem diferentes:

Avaliar num ponto — facil Normalizar — dificil
Para um 6 especifico, sei a “altura” do a posteriori: Dividir por
P(y | 0) = P(6) P(y) = [ P(y|0)P(6)do

(likelihood = priori — férmulas que ja vimos) a integral sobre todos os valores possiveis de 6.

s Sabemos a altura do a posteriori em qualquer ponto; sé ndo sabemos a sua area total.
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O que nao sabemos calcular nao faz falta

O amostrador nunca usa a altura absoluta — ele s6 compara dois pontos. A decisdo de ir de 6 para 6’
depende de uma razao:

P@ |y) _ P(y|6)PE)
P@1y) PG 10)PO)

« O denominador P(y) aparece em cima e embaixo da razao — e se cancela
« Ou seja: a Unica coisa que ndo conseguimos calcular é justamente a que nao faz falta

= O histograma das amostras se normaliza sozinho: basta contar a frequéncia das visitas.
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Mapeando a montanha no nevoeiro

O a posteriori nao esta guardado em lugar nenhum: é uma superficie implicita (priori x likelihood). Nao
vemos o0 mapa inteiro, mas sentimos o chdo onde pisamos.

A analogia O resultado

» Vocé é largado numa serra com nevoeiro Depois de milhares de passos, suas pegadas

« Nao enxerga o mapa (= a integral P(y)) desenham a serra — mais densas onde ela é mais
« Mas um altimetro da a altitude onde vocé pisa alta.

(= a priori x likelihood)

+ Vocé anda, compara alturas, sobe mais do que Vocé mapeou a montanha sem nunca ter visto o

desce e fica mais tempo no alto mapa, usando sé a altitude sob os pés.

s Essas pegadas sdo a nossa amostra do a posteriori.
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